
CAPITOLUL I 
 
1.4.  Ecuaţiile diferenţiale de echilibru ale eforturilor 
 

Calculul mărimii eforturilor unitare şi a forţelor de deformare se poate face prin 
integrarea ecuaţiilor diferenţiale de echilibru( la care se mai adaugă şi alte relaţii), 
aplicate la un volum elementar ales arbitrar. 
La stabilirea forţelor de prelucrare prin deformare se folosesc ecuaţiile diferenţiale de 
echilibru în coordonate carteziene, cilindrice şi sferice, în funcţie de operaţia la care se 
referă calculul.Astfel pentru cazul laminarii produselor plate, ecuatiile diferentiale de 
echilibru ale eforturilor se vor da in coordonate carteziene, in cazul tragerii si extrudarii 
produselor cu sectiune circulara, in coordonate cilindrice, iar pentru ambutisarea unui 
fund de recipient in coordonate sferice. 
 
Stabilirea ecuaţiilor diferenţiale de echilibru în sistemul de coordonate carteziene 
Determinarea ecuatiilor diferentiale de echilibru se face pe un volum paralelipipedic 
elementar cu laturile dx, dy, dz, tensiunile care acţionează pe feţele paralelipipedului 
fiind prezentate în figura1.6 . 
 

 
Fig.1.6 

Considerăm elementul în echilibru şi neglijand forţele de inerţie proprii, suma forţelor 
care acţionează pe fiecare direcţie este nulă. 
 Făcand suma proiecţiilor forţelor pe axa x rezultă: 
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Dupa simplificare şi împărţire cu dx, dy, dz  se obţine ecuaţia diferenţială de echilibru în 
raport cu axa x de forma: 
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Procedand similar pentru axele Oy si Oz rezulta:  
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Stabilirea ecuaţiilor diferenţiale de echilibru în coordonate cilindrice 
Se consideră un volum elementar într-un corp cilindric care are coordonatele ρ, θ si z. 
Variaţia eforturilor unitare pe suprafeţele volumului considerat este prezentată în figura 1. 
7 
Scriind ecuaţiile de echilibru ale eforturilor în raport cu axele de coordonate se vor 
obţine: 
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Fig.1.7 

 
 



Stabilirea ecuaţiilor diferenţiale de echilibru în coordonate sferice 
Se consideră un volum elementar într-un corp sferic determinat de coordonatele ρ,ϕ si θ 
conform figurii 1.8. Pentru cazurile practice se consideră că starea de eforturi unitare este 
simetrică faţă de axa z şi mărimea eforturilor unitare nu depinde de unghiul θ. In acest 
caz se poate scrie că: 
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Ecuaţiile diferenţiale de echilibru în coordonate sferice au forma: 

0

0]ctg)(3[11

0]ctg)(2[11

=
θ∂
σ∂

=ϕσ−σ+τ
ρ

+
ϕ∂

σ∂

ρ
+

ρ∂

τ∂

=ϕτ+σ+σ−σ
ρ

+
ϕ∂

τ∂

ρ
+

ρ∂

σ∂

θ

θϕρϕ
ϕρϕ

ρϕθϕρ
ρϕρ

     (1.11) 

 

 
Fig.1.8 

 
1.5. Eforturile unitare pe o suprafaţă înclinată faţă de axele de coordonate 
 

Se consideră un paralelipiped care are 3 muchii paralele cu axele de coordonate x, 
y, z. 
Secţionand paralelipipedul cu un plan înclinat faţă de cele 3 axe, normala la aceasta 
suprafaţă este înclinată faţă de axele de coordonate cu unghiurile αx, αy, αz (Fig.1.9)[5]. 
 



 
 
 

Fig.1.9 
Cunoscandu-se eforturile σx, σy, σz si τxy, τxy, τxz, τyz, corespunzătoare suprafeţelor aob, 
aoc, boc, se vor putea determina eforturile unitare şi pe suprafaţa înclinată abc. 
Pentru aceasta se noteaza suprafata abc cu ΔA, iar proiectiile acesteia pe planele 
perpendiculare pe axele de coordonate cu ΔAx, ΔAy, ΔAz si tensiunea totala cu S. 
Scriind ecuatiile de echilibru static  pe directia axelor de coordonate se obtine : 
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Efortul unitar total S care acţionează pe suprafaţa înclinată ΔA poate fi scris în funcţie de 
componentele sale astfel: 
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Dar : 
 
 
 
 
 

Unde : xαcos , yαcos , zαcos poarta numele de cosinusuri directoare ale suprafetei abc 
Daca se considera ΔA=1, dupa inlocuire in relatia 1.12 se obtine : 
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zzyzyxzxzS ασατατ coscoscos ++=       
Efortul unitar normal pe suprafaţa înclinată este dat de proiecţiile componentelor Sx, Sy, 
Sz pe normala N , deci se poate scrie: 
σn= Sxcosαx + Sycosαy+ Szcosαz       (1.14) 
Cunoscand efortul unitar total S şi efortul unitar normal σn, se va putea determina efortul 
tangenţial total τn : 
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1.6. Eforturi unitare principale 
 

In fiecare punct al corpului supus deformării se pot duce trei suprafeţe 
perpendiculare între ele, unde eforturile unitare tangenţiale  sunt nule, din care cauză 
asupra lor acţionează numai eforturi unitare normale (Fig.1.10). 
Aceste suprafeţe se numesc suprafeţe principale, eforturile care acţionează pe aceste 
suprafeţe se numesc eforturi unitare normale principale( σ1, σ2, σ3) şi direcţiile lor se 
numesc direcţii principale(1,2,3). 
In aceste condiţii eforturile unitare care acţionează pe o suprafaţă înclinată faţă de axele 
principale pot fi exprimate astfel: 
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unde: 
α1, α2, α3 sunt unghiurile pe care le face normala la suprafaţa înclinată, cu axele 
principale σ1, σ2, σ3. 
 
 



 
 

Fig.1.10 
 
 
1.7.Eforturi unitare octaedrice 
  
Dacă se consideră o suprafaţă a cărei normală este egal înclinată faţă de cele trei axe 
principale (Fig.1.11) aceasta este o suprafaţă octaedrică, iar eforturile unitare pe acea 
suprafaţă se numesc eforturi unitare octaedrice[5]. 
In aceste condiţii: 

cos α1=cosα2=cosα3= cosα      (1.21) 
Din : 

cos2α1+cos2α2+cos2α3=1      (1.22) 
rezultă că: 
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Fig.1.11 
 
Inlocuind valorile cosinusurilor directoare în relaţiile 1.17...1.20, se obţine: 
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In relaţia de mai sus dezvoltand termenul al doilea de sub radical, se obţine: 
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1.8. Reprezentarea variatiei tensiunilor 
 
1.8.1. Elipsoidul lui Lame 
 
 Pentru diferite inclinari ale suprafetei A, locul geometric al varfului vectorului S 
reprezinta un elipsoid. 
Notand cu Sx, Sy, Sz, proiectiile vectorului S, in functie de tensiunile principale, acestea 
vor fi: 
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Prin ridicare la patrat, impartire cu tensiunile σ1, σ2,σ3 si insumare rezulta: 
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Relatia 1.29 reprezinta un elipsoid, care are centrul in punctul de intersectie al axelor de 
coordonate iar semiaxele sale sunt egale cu marimea tensiunilor principale(Fig.1.12). 
 

 
 

Fig.1.12 Elipsoidul lui Lame 
 

Din aceasta reprezentare rezulta urmatoarele: 
- daca doua tensiuni sunt egale intre ele atunci elipsoidul se transforma intr-un 

elipsoid de rotatie; 
- daca toate tensiunile principale sunt egale intre ele(σ1=σ2=σ3=σ), elipsoidul se 

transforma intr-o sfera; in acest caz starea de tensiuni se numeste hidrostatica sau 
sferica; 

- daca una dintre tensiunile principale este nula, elipsoidul devine o elipsa 
corespunzatoare unei stari plane de tensiuni; 

- daca doua din tensiunile principale sunt nule elipsoidul se reduce la o linie care 
corespunde starii liniare de tensiune. 

 
1.8.2. Cercul lui Mohr 
  
 Dependenta dintre tensiunile tangentiale si cele normale principale se poate obtine 
pe cale grafica printr-o constructie geometrica numita cercul lui Mohr. Aceasta 
constructie grafica permite studiul variatiei eforturilor unitare pe sectiuni inclinate fata de 
axele de coordonate. 
Anterior s-a aratat ca: 

3
2

32
2

21
2

1

3
22

32
22

21
22

1
222

coscoscos

coscoscos

ασασασσ

ασασαστσ

++=

++=+=

n

nnS
 



dar: 
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Rezulta ca: 
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Daca se inmulteste ecuatia 1.32 cu –(σ2+σ3) si se aduna membru cu membru cu ecuatia  
1.31 , dupa simplificari se va obtine: 
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Considerand cazul particular cand cosα=0(α=π/2), relatia 1.32 devine: 
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sau sub o alta forma: 
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Intr-un sistem de coordonate σ-τ relatia 1.36 reprezinta un cerc de raza 
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Similar se demonstreaza ca relatiile 1.34 reprezinta tot cercuri. Aceste cercuri se numesc 
cercurile lui Mohr. Ele sunt construite in ipoteza ca: σ1>σ2>σ3. Reprezentarea acestor 
cercuri este data in figura 1.13. 
 



 
 

Fig.1.13 Reprezentarea grafica a cercurilor lui Mohr 
 
 Examinand constructia grafica a cercurilor lui Mohr se observa urmatoarele: 
-abscisele extremitatilor cercurilor reprezinta marimile tensiunilor principale pentru care 
tensiunile tangentiale sunt nule. 
-valorile maxime ale ordonatelor corespund tocmai tensiunilor tangentiale maxime: 
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Aceste tensiuni se numesc tensiuni tangentiale principale si lor le corespund tensiunile 
normale ale caror valori sunt: 
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-cu valorile tensiunilor tangentiale maximesi ale tensiunilor normale corespunzatoare se 
pot determina cosinusurile directoare care definesc planele pe care actioneaza tensiunile 
tangentiale maxime, date in tabelul de mai jos: 
Valorile cosinusurilor directoare ale planelor pe care actioneaza tensiuni tengentiale 
maxime 
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Deoarece prin conventie, se considera σ1>σ2>σ3 rezulta ca: 
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Din analiza cercurilor lui Mohr, se pot face urmatoarele observatii: 
-daca tensiunile principale ce actioneaza asupra unui volum elementar sunt egale intre 
ele, tensiunile tangentiale corespunzatoare sunt nule iar cercurile lui Mohr devin un punct 
situat chiar in originea axelor de coordonate; 
-suma tensiunilor tangentiale maxime este nula: 
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1.10. Starea de eforturi unitare in plan 
 

Pentru rezolvarea problemelor practice, sunt folosite destul de frecvent relaţiile 
eforturilor, considerate în starea de eforturi unitare plană. In acest caz sunt respectate 
condiţiile: 
σy=0; τxy=τzy=0 
Distribuţia eforturilor în cazul stării de eforturi unitare plană este prezentată în figura 
1.15[5]. 
Componentele efortului unitar total S pe cele două axe x şi z vor fi: 
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Exprimand  componentele Sx şi Sz în funcţie de eforturile unitare normale principale vom 
avea: 
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Efortul unitar total , pe suprafaţa înclinată va fi: 
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sau exprimand în funcţie de eforturile unitare normale principale : 
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Efortul unitar normal pe suprafaţa înclinată va fi: 
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sau în funcţie de eforturile unitare normale principale: 
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Fig.1.15 

 
Efortul unitar tangenţial pe suprafaţa înclinată va fi: 
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Eforturile unitare normale principale pot fi exprimate în funcţie de eforturile unitare σx, 
σz şi τxz rezolvandu-se determinantul 1.43, care în cazul stării de eforturi unitare plane 
devine: 
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Rezolvand determinantul de mai sus se obţine: 
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Din ecuaţia 1.55 rezultă: 
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Dacă scădem σ3din σ1 şi ridicăm la pătrat se obţine: 
222

31 4)()( xzzx τσσσσ +−=−       (1.57) 



Dacă se consideră că normala N din figura 1.15 este axa x a unui nou sistem de axe de 
coordonate, iar axele x si z existente vor fi axe principale (σ1-σ2), pe baza relaţiei 1.52, σx 
va fi egal cu σn, deci se va putea scrie: 
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Deoarece: 
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expresia 1.58 poate fi scrisă şi astfel: 
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Făcand notaţiile: 
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atunci pe baza relaţiilor 1.60, 1.61,  1.54, se vor putea exprima σx, σz, τxz astfel: 
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1.12. STAREA DE DEFORMARE 

 
Prin starea de deformare se intelege totalitatea modificarilor geometrice ce apar 

intr-un corp supus actiunii fortelor exterioare si care caracterizeaza schimbarea formei 
corpului in timpul deformarii. 
Modificarile geometrice ce apar in timpul deformarii pot fi liniare si unghiulare. Cand 
deformatiile sunt egale in toate punctele corpului, starea de deformatii este omogena, iar 
cand deformatiile difera de la un punct la altul starea este neomogena. 

In practica starile de deformatii sunt neomogene datorita variatiei tensiunii, 
temperaturii, proprietatilor, etc. Pentru simplificarea calculelor, considerand volume mici 
in interiorul corpului supus deformarii se pot accepta stari de deformare uniforme. 
Pentru analiza starii de deformare se considera ca punctele aflate in interiorul corpului 
supus deformarii fac parte din paralelipipede elementare. In urma deformarii aceste 



paralelipipede isi vor schimba pozitia, lungimile laturilor si unghiurile dintre 
acestea(Fig.1.18  ). 
 

 
 
 

Fig.1.18 
Proiectand un paralelipiped elementar pe cele 3 plane ale unui sistem cartezian 
x0yz(Fig.1.19) se poate simplifica analiza starii spatiale de deformatii prin analiza 
proiectiilor plane(Fig. 1.20 ) 

 
 

 
Fig. 1.19 

 
 



 
 

 
Fig.1.20 

 
Din analiza deformarii proiectiei paralelipipedului in planulx0y(Fig.1.18) se observa ca 
dreptunghiul ABCD se deplaseaza intr-o noua pozitie, A’, B’, C’, D’. Deplasarile de-a 
lungul axei 0x se noteaza cu u, cele de-a lungul axei 0y cu v, iar de-a lungul axei 0z cu w. 
Daca punctul A s-a deplasat cu distanta u, punctul C se va deplasa cu cresterea 

elementara dx
x
uu
∂
∂

+  s.a.m.d. Pentru determinarea deformatiilor liniare si unghiulare 

specifice se analizeaza figura 1.21    . 
 
 

 
 
 

Fig.1.21 
 

Pe baza fig. 1.21  deformatia relativa paralela cu axa 0x este: 
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Notand cu γxy deformatia unghiulara a unui unghi drept(deformatie specifica) , din 
considerente geometrice se obtine: 

yxxyxy ααγ +=          (1.64) 
Unghiurile αxy si αyx se obtin din relatiile: 
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Considerand ca deformatiile sunt mici, se admite ca tgαxy≅αxy si tgαyx≅αyx. 
Pe baza celor de mai sus se obtine valoarea totala a deformatiei unghiulare specifice: 
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In mod similar se pot obtine deformatiile specifice liniare si unghiulare din celelalte 
plane: 
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1.13. TENSORUL SI DEVIATORUL STARII DE DEFORMARE 
 
Din cele prezentate mai sus rezulta ca deformarea unui element de volum dintr-un corp 
supus deformarii poate fi determinata complet daca se cunosc 9 componente: 3 deformatii 
liniare (εx, εy, εz) si 6 deformatii unghiulare (1/2γxy, 1/2γyx, 1/2γxz, 1/2γzx, 1/2γyz, 1/2γzy) 
egale doua cate doua. 
Starea de deformare din jurul unui punct dintr-un corp supus deformarii poate fi 
reprezentata printr-un tensor similar tensorului eforturilor unitare: 
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2
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2
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=         (1.71) 

 
In mod analog starii de tensiune si pentru starea de deformare exista un sistem de axe de 
coordonate in lungul carora nu exista deformatii unghiulare. In acest caz deformatiile 



liniare se numesc principale si se noteaza cu ε1, ε2, ε3. Starea de deformare in acest caz 
poate fi exprimata printr-un tensor in care deformatiile unghiulare sunt nule. 

3
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1

00
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ε
ε

ε

εT          (1.72) 

In cazul in care deformatia liniara pe o directie corespunde deformatiei medii, se poate 
scrie: 

3
321 εεεε ++

=med          (1.73) 

In acest caz starea de deformare se exprima prin tensorul sferic al deformarii: 

med

med

med

T
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ε
ε

ε

00
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0 =         (1.74) 

Deformatia descrisa de tensorul sferic se refera nmai la variatia de volum. Daca in timpul 
deformarii volumul ramane constant, atunci suma deformatiilor pe cele trei directii este 
nula si deci deformarea medie liniara va fi si ea nula. In acest caz si tensorul sferic al 
deformatiei va fi egal cu zero. 
Similar starii de tensiune se poate scrie deviatorul deformatiilor: 

medzzyzx

yzmedyyx

xzxymedx

D

εεγγ

γεεγ

γγεε

ε

−

−

−

=

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

      (1.75) 

 
Deviatorul deformatiilor reprezinta partea din deformatia elementului de volum care se 
refera numai la schimbarea formei.Deoarece 00 =εT , rezulta ca valoarea deviatorului 
deformatiei este egala cu valoarea tensorului deformatiei, adica εε TD = . 
 
1.14.SCHEMELE STARII DE DEFORMARE 
 
 Schemele starii de deformare reprezinta totalitatea combinatiilor posibile a se 
realiza, folosind deformatiile principale care actioneaza pe fetele unui element de volum. 
Daca in timpul deformarii plastice volumul ramane constant, intre deformatiile principale 
exista relatia: 

0321 =++ εεε          (1.76) 
Din analiza acestei relatii se observa ca nu pot exista stari de deformare la care 
deformatiile principale sa aiba acelasi semn. Rezulta deci ca intotdeauna deformatia 
principala maxima este egla cu semisuma celorlalte doua deformatii principale(Fig. 1.22) 
. 
 



 
 

Fig.1.22 Schemele starii de deformatii 
  
Din punct de vedere a plasticitatii materialului, cea mai favorabila este schema DIII si cea 
mai nefavorabila este schema DI. 

 

 

CAPITOLUL 2 
 

ELEMENTE MATEMATICE ALE PLASTICITATII 
 
2.1.  Relatii intre tensiuni si deformatii 
 
 Cele mai simple relatii de legatura intre tensiuni si deformatii apar in cazul 
solicitarilor liniare din domeniul elastic: 

εσ E=   si   γτ G=          (2.1) 
unde: 

 E este modulul de elasticitate longitudinal, 
G, modulul de elasticitate transversal. 

Deformatia liniara care apare pe directia fortei aplicate asupra corpului este insotita si de 
o deformatie transversala(Fig.2.1). 
 

 
 

Fig.2.1. Contractia transversala care apare la solicitarea liniara 
Intre contractia transversala ε2 si deformatia liniara ε1 exista relatia: 

12 νεε =           (2.2) 
unde ν este coeficientul lui Poisson 
ν=0,25 pentru un corp ideal elastic, 
ν=0,33 pentru materiale metalice. 
Intre modulul de elasticitate longitudinal E si tangential G exista relatia: 

)1(2 υ+
=

EG   

Daca se neglijeaza coeficientul lui Poisson ( 3,0=υ  ) se vede ca: 
GE 2≈            



Deformatia medie este:         

)(
3
1

321 εεεε ++=med  

corespunzatoare tensiunii medii: 

)(
3
1

321 σσσσ ++=med  

 
Pentru a scrie relatiile intre tensiuni si deformatii pentru cazul general( 3 tensiuni 
principale si 3 deformatii) se aplica legea lui Hooke generalizata, enuntata astfel: 
“Deformatia specifica in lungul unei axe principale apare atat datorita actiunii directe a 
tensiunii de pe axa respectiva, cat si actiunii indirecte a deformatiilor transversale datorita 
tensiunilor ce actioneaza pe celelalte doua directii principale”. 
 Pe baza acestei legi, pentru deformatiile principale se poate scrie: 

E
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E
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E
)( 213
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ε
+−

=          (2.5) 

Relatiile intre tensiunile tangentiale si deformatiile specifice pot fi scrise sub forma: 
1212 γτ G= ;  1313 γτ G= ;   2323 γτ G=        (2.6) 

Din relatiile de mai sus se observa ca in domeniul elastic intervin 3 constante E, G si ν, 
legate intre ele prin: 

)1(2 ν+
=

EG           (2.7) 

Adunand membru cu membru relatiile (2.3), (2.4), (2.5) se obtine deformatia volumica: 
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sau 
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E
med
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Daca se scade ε2 din ε1 si ε3 din ε1 si ε2 se obtin relatiile: 
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Ultimele trei relatii pot fi scrise si sub forma: 
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Pentru stabilirea relatiilor de legatura intre tensiuni si deformatii pentru domeniul plastic, 
se pun conditiile: directiile deformatiilor principale sa coincida cu directiile tensiunilor 
normale principale; volumul corpului sa nu se modifice in timpul deformarii. 
Pe baza celor de mai sus se poate scrie: 

0321 =++= εεεε v          (2.14) 
Din relatiile(2.9) si (2.14) rezulta ν =0,5 
Deci valoarea coeficientului lui Poisson  poate caracteriza comportarea unui material 
metalic: 
ν =0,25 pentru un material ideal elastic; 
ν =0,5 pentru un material ideal plastic. 

Tinand cont ca ,2
1

GE
=

+ν
 pentru ν =0,5 se obtine : 

plpl GE 3=           (2.15) 
In domeniul elastic mai pot fi scrise si urmatoarele relatii : 
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22 medmed G
σσεε −=−         (2.17) 

)(
2
1

33 medmed G
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Relatiile (2.16), (2.17), (2.18) pot fi scrise si pentru domeniul plastic  daca se tine cont ca 

plGG →  iar 0=medε  
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Relatiile (2.19), (2.20), ( 2.21) pot fi scrise si sub forma: 
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Daca se scrie: 
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Inlocuind ultimele trei relatii in (2.19), (2.20), ( 2.21) se obtine: 
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Relatiile (2.26), (2.27), (2.28) permit calculul deformatiilor principale atunci cand se 
cunosc tensiunile principale. 
 
Starea plana de deformare 
 
 Daca pe una dintre directiile perpendiculara pe celelalte doua, deformatia este 
blocata, se spune ca starea de deformare este plana. 
 Astfel daca ε2=0, din legea constantei volumului pentru starea plana de deformare 
se poate scrie relatia: 

031 =+ εε  de unde   31 εε −=        (2.29) 
Exprimand si in acest caz deformatia medie si tensiunea medie vom avea: 
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Inlocuind in (3.47) rezulta: 
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deoarece 02 =ε  prin ipoteza, iar 0=ε  din legea constantei volumului. 

Din relatia (2.31) deoarece 0
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≠
G
ψ  rezulta ca: 
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Relatia (2.32) demonstreaza ca pe o directie chiar daca deformatia este zero, tensiunea pe 
acea directie nu dispare ci are o valoare egala cu semisuma celorlalte doua tensiuni. 
 
2.2 Energia specifica si puterea disipata prin deformare plastica 
  
 
 Pentru a calcula energia necesara deformarii se considera cazul starii liniare de 
tensiuni( )0,0 321 ==≠ σσσ . In acest caz energia potentiala de deformare este egala cu 
lucrul mecanic efectuat pentru deformare. 
Lucrul mecanic elementar pentru deformare va fi: 



εσσσ Vd
l
dlVAdldLe ===         (2.33) 

Lucrul mecanic specific, necesar deformarii unitatii de volum este: 
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Dar εσ E=   si deci: 
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In cazul general al unei starii spatiele de tensiuni, lucrul specific de deformare va fi: 
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332211 εσεσεσ ++=L         (2.37) 

Inlocuind 321 ,, εεε   din legea genralizata a lui Hooke va rezulta: 

)()(
2
1

313221
2
3

2
2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++=

EE
L      (2.38) 

Lucrul mecanic dat de relatia (2.38) cuprinde in general 2 componente: o componenta 
pentru modificarea volumului si o componenta pentru modificarea formei: 

fv LLL +=           (2.39) 
de unde vf LLL −=          (2.40) 
Lv se determina tinand cont de tensiunile si deformatiile medii, conform figurii  2.2 
tinand cont de tensiunile si deformatiile medii.   

 
 

 
Fig.  2.2  Schema grafica pentru determinarea lucrului mecanic de  

modificare a volumului 
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sau    
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Se obtine astfel prin inlocuire : 
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Puterea specifica disipata in procesul de deformare se calculeaza raportand lucrul 
mecanic specific de deformare la un interval de timp infinit mic , cand sub actiunea unei 
tensiuni σ se produce o variatie a gradului de deformare. 

•

=== εσεσ
dt
d

dt
dLP          (2.44) 

In cazul unei stari spatiale se obtine: 
332211 εσεσεσ ++=P         (2.45) 

 
2.3 Metode pentru analiza proceselor de deformare plastica 
 
 In procesele de deformare plastica, fortele de deformare sunt create de utilaje si 
transmise semifabricatului prin intermediul sculelor. Sub actiunea acestor forte corpul isi 
modifica forma si dimensiunile. 
 Cunoasterea marimii fortelor de deformare este necesara pentru alegerea corecta a 
utilajului si pentru dimensionarea sculelor. 
Cateva dintre metodele utilizate pentru determinarea fortelor de deformare sunt 
prezentate mai jos: 
1.Metoda elementului de volum(slebului) consta in calculul tensiunilor prin integrarea 
ecuatiilor diferentiale de echilibru. In acest scop se va considera o stare de tensiune 
simplificata, care considera ca tensiunile din corpul supus deformarii sunt dependente 
doar de o singura directie. Astfel sistemul de ecuatii diferentiale de echilibru se reduce la 
una singura, care va contine in locul derivatelor partiale numai derivate obisnuite. 
Metoda consta in delimitarea unui volum de lungime finita si de grosime infinit mica 
asupra caruia actioneaza tensiuni necunoscute.Din ecuatia de echilibru a fortelor care 
actioneaza asupra elementului de volum se deduce ecuatia diferentiala de echilibru, care 
va fi baza pentu determinarea in continuare de fortelor de deformare. 
Aceasta metoda prezinta si unele dezavantaje legate de faptul ca gradientele de tensiuni si 
deformatii sunt luate in considerare doar pe o singura directie si se presupune ca sunt 
uniforme pe directia perpendiculara. De aici rezulta   precizia relativ redusa a rezultatelor 
obtinute. Cu toate acestea, metoda elementului de volum este o cale rapida de 
determinare a unei forte aproximative de deformare si de estimare a deformarii in 
probleme plane pentru corpuri axial-simetrice. Metoda este des folosita in cazul multor 
procese de deformare( laminare, forjare libera, extrudare). 
Aplicarea metodei elementului de volum pentru determinarea fortei de deformare la 
refularea semifabricatelor cilindrice  
 Se considera un semifabricat cilindric cu diametrul d si inaltimea h supus 
deformarii prin refulare intre doua scule plan-paralele. Piesa fiind simetrica starea de 
tensiuni este aceeasi in orice plan axial si de aceea se poate considera ca fiind o stare 
plana(Fig. 2.3) 



 
 

Fig. 2.3 Starea de tensiuni la refularea intre scule plan-paralele 
 a unui semifabricat cilindric 

Pentru calculul fortei de deformare se pleaca de la ecuatia diferentiala de echilibru in 
coordonate cilindrice, scrisa de-a lungula axei ρ: 
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Datorita simetriei axiale se poate scrie: 

0=
∂
∂
θ
τ ρθ           (2.47) 

Presupunand ca efortul tangential variaza liniar pe inaltimea semifabricatului se poate 
scrie: 

hz
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=

∂
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          (2.48) 

Daca deformatiile sunt mici se poate admite ca: 
ρθ σσ =           (2.49) 

Inlocuind relatiile (2.47),(2.48),(2.49) in relatia (2.46)   se obtine: 
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Considerand ca tensiunile din corpul supus deformarii sunt dependente doar de o singura 
directie si se presupune ca sunt uniforme pe directia perpendiculara pe aceasta, relatia 
(2.50)  se poate scrie sub forma: 
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Tinand cont de ecuatia diferentiala a plasticitatii, putem scrie: 
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Inlocuind in relatia( 2.51) rezulta:  
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−=          (2.53) 

Legea de distributie a efortului tangential τ pe suprafata de contact se adopta sub forma: 
k2μτ =           (2.54) 

Prin integrarea relatiei  (2.53)  , tinand cont de relatia ( 2.54) se obtine: 

C
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z +−= ρμσ 4
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Determinarea constantei C de integrare se face din conditii la limita(pe contur): 

La ρ=d/2 avem σz=2k si deci 
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Dupa inlocuirea constantei C in relatia (2.55) si ordonarea termenilor, se obtine: 
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Forta totala de deformare se obtine integrand expresia: 
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Prin inlocuirea lui σz si rezolvarea integralei, rezulta: 
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unde 
4

2dπ
 = A este aria sectiunii transversale a semifabricatului deformat 

Relatia   (2.58)   poarta denumirea de relatia lui Siebel. 
 

CAPITOLUL 3 
MECANISMUL DEFORMĂRII PLASTICE 

3.1.Consideraţii  privind structura materialelor metalice 
 

Materialele cristaline se împart în două grupe: monocristaline şi policristaline. 
Monocristaline sunt considerate materialele în care întregul volum al metalului are un 
singur cristal. Materialele policristaline sunt formate dintr-un număr mare de cristale 
denumite grăunţi. 
Incercările experimentale demonstrează faptul că structura internă a monocristalelor nu 
este perfect ideală(Fig.3.1 a) ci este formată din blocuri(subgrăunţi) cu dimensiuni între 
10-4…..10-6 cm(Fig. 3.1  b). Blocurile individuale sunt orientate diferit (deviaţia varind de 
la unghiuri de cateva secunde la un minut)[1]. 
In materialele policristaline graunţii individuali sunt de diferite mărimi şi forme fiind în 
acelaşi timp reciproc orientate diferit(Fig.3.1 c).Acest fapt se datoreşte creşterii grăunţilor 
individuali din diferiţi germeni. 



Fig.3.1 
 
Transformarea structurii corpurilor metalice în urma deformării lor plastice are ca efect 
modificarea proprietăţilor fizice şi de rezistenţă  ale acestora. 
Majoritatea metalelor cristalizează în trei tipuri de reţea: 
1.reţea cubică cu volum centrat(CVC) (Fig.3.2a) 
2. reţea cubică cu feţe centrate(CFC)(Fig.3.2 b) 
3.reţea hexagonală compactă(HC) (Fig.3.2c) 

Structura cristalină 
Metale cu o singură structură Metale cu mai multe structuri 

în funcţie de temperatură 

Reţea cubică cu feţe 
centrate(CFC) 

Aluminiu(Al) 

Nichel (Ni) 
Cupru(Cu) 
Argint(Ag) 
Platina(Pt) 
Aur(Au) 
Plumb(Pb) 

Fier(Fe)  911-13920C 

Reţea cubică cu volum 
centrat(CVC) 

Vanadiu(V) 

Crom (Cr) 
Niobiu(Nb) 
Molibden(Mo) 
Tantal(Ta) 
Wolfram(W) 

Fier(Fe) 

Titan(Ti) > 8820C 
Zirconiu(Zr)>8520C 

Reţea hexagonală compacta(HC) Beriliu(Be) 

Magneziu(Mg) 
Zinc(Zn) 

Titan(Ti)<8820C 
Cobalt(Co)<1120 C 
Zirconiu(Zr)<852 C 
Hafniu(Hf)<1975 C 

Imperfecţiuni în cristalele metalice 
Din punct de vedere a structurii interne a materialelor metalice se poate considera ca 
defect al reţelei cristaline orice punct nodal care nu este ocupat de particule cum ar fi cel 
ideal.  

Defectele pot fi clasificate în trei grupe: 

1.Chimice, care apar în cazul în care periodicitatea structurii cristaline este tulburată în 
punctele nodale de particulele proprii sau străine, sau de către particulele străine aflate în 
poziţiile interstiţiale. 
2.Structurale, care se caracterizează prin abateri de la organizarea geometrică precisă a 
particulelor din punctele nodale ale reţelei cristaline. 



3. Electrice, care sunt defecte sub formă de abateri de la evoluţia periodică 
precisă a potenţialului electric.  

Celulele elementare prezentate mai sus reprezintă o structură ideală a metalelor. In 
organizarea spaţială a atomilor, în reţeaua cristalină  a metalelor apar o serie de abateri 
geometrice, imperfectiuni in aşezarea lor, ceea ce explică o serie de fenomene legate de 
caracteristicile mecanice ale materialelor.Imperfecţiunile structurale din reţeaua cristalină 
pot fi grupate în imperfecţiuni punctiforme şi imperfecţiuni liniare. 
 

 
Fig.3.2 

 
Imperfecţiunile punctiforme pot fi împărţite în trei categorii: 
1. vacanţele, care constau în lipsa atomilor dintr-o poziţie de echilibru (fig.3.3 a) 
2. atomi interstiţiali, care se găsesc între alţi atomi aflaţi în poziţie de 
echilibru în reţeaua cristalină (fig.3.3 b) 
3. atomi de substituţie, care reprezintă atomi străini ce înlocuiesc în reţea   atomii 
metalului de bază(fig.3.3 c) 
Atat vacanţele cat şi atomii interstiţiali nu răman permanent în locurile unde s-au format, 
ci se pot deplasa continuu ca efect al agitaţiei termice. Atomii interstiţiali sunt mai mobili 
decat vacanţele deoarece energia lor de deplasare este mai mică decat a vacanţelor. 
 



 
         a. vacante      b. atomi interstitiali     c. atomi de substitutie 
 

Fig.3.3 

Imperfecţiunile liniare caracteristice structurii metalelor sunt dislocaţiile . Aceste defecte 
explică mecanismul deformării plastice a metalelor. Dislocaţiile sunt caracterizate prin 
direcţia liniei dislocaţiei şi vectorul deplasării ei (vectorul Burgers).Pe baza acestor 
caracteristici dislocaţiile se pot împărţi în dislocaţii marginale şi dislocaţii elicoidale. 
Pentru a crea imaginea unei dislocaţii se consideră un cristal perfect din sistemul cubic, în 
care se introduce parţial un semiplan atomic suplimentar B(fig.3.4  b, c). Limita 
inferioară a planului B, definită de linia A-A, formează dislocaţia marginală care poate fi 
pozitivă(fig.3.4  b) sau negativă(fig.3.4  c). Linia A-A se numeşte linie de dislocaţie. 
Alunecarea se produce întotdeauna în planul care conţine dislocaţia marginală, plan 
ce poartă numele de plan de alunecare. 
Dacă direcţia de alunecare este paralelă cu linia dislocaţiei, dislocaţia, se numeşte 
elicoidală sau în şurub (fig.3.5)[1]. 
 

 
a.cristal ideal, b.cristal cu dislocaţie marginală pozitivă, c.cristal cu dislocaţie marginală 
negativă 
A-A linia de dislocaţie, B semiplanul atomic suplimentar, C planul care conţine dislocaţia 
 

Fig.3.4 Schema formării dislocaţiei marginale: 
  
 



 
 

Fig.3.5  Schema dislocaţiei elicoidale 

 
Dislocaţia poate fi considerată ca o linie de demarcaţie între o porţiune de cristal 

care s-a  deplasat pe un plan cristalografic în raport cu celălalt plan şi porţiunea care nu a 
suferit încă o astfel de deplasare. 

Deplasarea dislocaţiilor în reţea poate avea loc în două moduri: prin alunecare şi 
prin difuzie. Deplasarea prin alunecare a dislocaţiilor este posibilă atat în cazul 
dislocaţiilor marginale cat şi în cel al dislocaţiilor elicoidale. Deplasarea dislocaţiilor se 
produce sub acţiunea tensiunilor interne sau externe ce acţionează în planele de 
alunecare. Viteza de deplasare a dislocaţiilor depinde de tipul reţelei cristalografice, de 
valoarea forţelor de legătură dintre atomi, de cantitatea de defecte de reţea respectiv de 
densitatea de dislocaţii. Mişcarea dislocaţiilor prin difuzie este specifică numai 
dislocaţiilor marginale. Faţă de deplasarea prin alunecare cea prin difuzie produce şi un 
transport de masă care depinde de temperatură, concentraţia vacanţelor şi a atomilor 
interstiţiali şi de valoarea tensiunilor din reţeaua cristalină. 

Problema sursei care conduce la formarea unui număr mai mare de dislocaţii în 
cristal, în timpul deplasării unei dislocaţii a fost lămurită de Frank si Read. Aceştia au 
demonstrat că o linie de dislocaţie care pe parcursul deplasării sub acţiunea tensiunii se 
blochează la capete (Fig.3.6a) este generatoare de alte dislocaţii. Prin blocare şi prin 
creşterea treptată a tensiunii τ raza de curbura r a dislocaţiei se modifică treptat, pană 
cand dislocaţia devine nestabilă (fig.3.6 b, c,d) formandu-se în cele din urmă o buclă de 
dislocaţie care se extinde în planul de alunecare şi o nouă dislocaţie DD’. O asemenea 
sursă se numeşte Frank-Read. 

 
 
 
 



 
 

Fig.3.6 
 

 
3.2.Deformarea plastică a monocristalelor 
 

Deformarea plastică a monocristalelor constă din deplasarea unor părţi ale 
acestora în raport cu altele, pe anumite plane ale reţelei cristalografice. In funcţie de 
modul în care se produce deplasarea unor zone din cristal sub acţiunea unor forţe 
exterioare, deformarea plastică a monocristalelor se poate efectua prin alunecare sau 
maclare. 

Deformarea plastică prin alunecare a monocristalelor 

Sub acţiunea unei stări de tensiune, o serie de straturi de atomi din reţeaua 
cristalină a monocristalului, intră in fenomenul de alunecare, ca urmare a deplasării la 
început a dislocaţiilor existente în cristal, pe anumite plane din reţea, caracterizate de o 
densitate de atomi maximă. După aceasta prin creşterea eforturilor de deformare, încep să 
apară deplasări ale dislocaţiilor generatoare de deformări şi pe alte plane ale reţelei 
cristaline, care au o densitate atomică mai mică. 

Pe măsură ce dislocaţia se deplasează(Fig.3.7), în cristal se produce alunecarea din 
aproape în aproape a straturilor vecine de atomi, pană ce dislocaţia ajungand la marginea 
cristalului dispare[5].  

 



 

Fig.3.7 

Efortul tangenţial τ necesar deformării unui monocristal depinde de tipul de reţea 
cristalină a acestuia şi de orientarea planelor de alunecare faţă de direcţia tensiunii 
tangenţiale. Astfel, dacă asupra monocristalului(cu secţiunea transversală A0) se aplică o 
forţă de deformare F, pe planul de alunecare cu secţiunea A,(plan a cărui normală face cu 
direcţia forţei un unghi α), şi în direcţia de alunecare(care formează cu direcţia forţei un 
unghi λ) va apare o tensiune tangenţială(Fig.2.8) cu următoarea valoare: 

A
T

=τ       (3.1) 

în care : T este forţa ce apare pe planul de alunecare, cand asupra monocristalului se 
aplică forţa de deformare F: 

λcosFT =      (3.2) 
 

Avand în vedere că:  

αcos
0AA =  rezultă valoarea tensiunii tangenţiale pe planul de alunecare: 

αλσαλτ coscoscoscos

0

==
A

F
    (3.3) 

 



 
 

Fig.3.8 
Efortul unitar τ va atinge valoarea critică de la care începe procesul de alunecare, atunci 
cand tensiunea normală atinge valoarea rezistenţei la deformare, care pentru starea de 
tensiune liniară, reprezintă tocmai limita de curgere σc: 

λλσαλστ sincoscoscos cccr ==    (3.4) 
Rezultă din această relaţie că rezistenţa la deformare şi respectiv forţa de deformare 
depinde de poziţia planului de alunecare faţă de direcţia forţei de deformare. 

Deşi există asemănări între modurile în care se produce deformarea plastică a 
monocristalelor din diferite metale sunt totuşi şi o serie de elemente specifice fiecărui tip 
de reţea cristalină în parte. Astfel fiecare tip de reţea cristalină este caracterizat de un 
număr diferit de plane şi direcţii de alunecare cu densitate atomică maximă. 

Planele de alunecare împreună cu direcţiile de alunecare formează sistemele de alunecare. 
Analizandu-se principalele tipuri de reţele cristaline prin prisma numărului de sisteme de 
alunecare şi a densităţii atomice pe planele principale, s-a arătat că, o reţea C.F.C. 
necesită pentru o anumită deformare eforturi unitare mai mici decat alte metale sau aliaje 
care cristalizează în reţele C.V.C. şi H.C. In acelaşi timp metalele ce cristalizează în reţea 
C.V.C. necesită pentru deformare eforturi mai mici decat metalele ce cristalizează în 
reţea H.C. 

Deformarea plastică prin maclare a monocristalelor 

Acest mecanism de deformare se produce mai ales în cazurile în care orientarea 
reţelei faţă de direcţia tensiunii de deformare nu este favorabilă procesului de deformare 
prin alunecare. Deformarea prin maclare a monocristalelor reprezintă deplasarea unui 
întreg ansamblu de plane atomice vecine din retea, în raport cu un anumit plan considerat 
fix, ocupand astfel o nouă poziţie simetrică faţă de restul cristalului nedeformat. 



Acest plan poartă numele de plan de maclare şi este paralel cu planele din reţea pe care 
atomii au fost deplasaţi prin deformare.Prin acest mecanism de deformare zona din reţea 
deplasată va ocupa o poziţie, care corespunde faţă de planul de maclare, imaginii în 
oglindă a zonei din reţea nedeformată(Fig.3.9). 

Mecanismul de deformare prin maclare  are loc deobicei in cazul metalelor cu un numar 
redus de sisteme de alunecare, cum este de exemplu cazul celor cu retea de cristalizare 
H.C. si apare in special la temperaturi joase si viteze mari de deformare. 

 

Fg.3.9 

 
3. 3.  Deformarea plastică a policristalelor 
 
 Agregatele policristaline fiind constituite dintr-un număr foarte mare de cristale, 
cu orientări diferite ale planelor de alunecare din reţea(Fig.3.10), cristale ce se găsesc 
într-o permanentă interacţiune, prin aplicarea asupra acestora a unor eforturi unitare, 
deformarea nu va avea loc simultan în toate cristalele. Deformarea fiecărui cristal nu se 
desfăşoară liber , deoarece este condiţionată de prezenţa limitelor dintre grăunţi(cristale) 
şi de procesele ce au loc în cristalele vecine. Deci deformarea agregatelor policristaline 
reprezintă rezultatul deformării fiecărui cristal în parte şi a deplasării şi rotirii relative a 
cristalelor unele faţă de celelalte. 
In ce priveşte deformarea fiecărui cristal în parte, aceasta are loc ca şi în cazul 
monocristalelor prin alunecare şi maclare. 
Starea de tensiune se modifică însă de la un cristal la altul, ca urmare a interacţiunii dintre 
aceştia şi a orientării lor diferite. 



 
Fig.3.10 

 
Deformarea prin alunecare va începe mai întai în cristalele ale căror plane de 

alunecare au o înclinare de 45o faţă de direcţia tensiunii de deformare(cristalele notate cu 
1 în figura 3.10), avand în vedere că pe aceste plane apar tensiuni tangenţiale maxime. 
In cristalele cu plane de alunecare dispuse perpendicular (grăunţii notaţi cu 2) sau 
paralel(graunţii notaţi cu 3) faţă de direcţia tensiunii de deformare, condiţiile pentru 
deformarea prin alunecare lipsesc, deoarece pe aceste plane tensiunile tangenţiale sunt 
nule. 
In cristalele cu orientări intermediare ale planelor de alunecare vor începe mai întai 
deformaţii elastice, care, pe măsură ce efortul de deformare creşte, iar cristalele prin 
deplasări şi rotiri se vor orienta preferenţial, trec la deformarea plastică. 
Efortul necesar pentru deformarea agregatelor policristaline va fi cu atat mai mare cu cat 
reţelele cristalografice ale grăunţilor vor avea un număr mai mic de sisteme de alunecare. 
De aceea agregatele policristaline formate din metale şi aliaje cu reţea H.C., necesită 
eforturi pentru deformare superioare celor cu reţele C.V.C. şi C.F.C. 
 


